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Premiére partie, questions a4 choix unique

Pour chaque énoncé proposé, plusieurs questions sont posées. Pour chaque question, marquer la case corre-
spondante & la réponse correcte sans faire de ratures. Il n’y a qu'une seule réponse correcte par question.

Enoncé

On donne les deux matrices suivantes:

4 20 40 3 1 1
A=1-3 —-10 -28 et B=|-8 —4 -1
5 41 57 5 -1 5

Question 1 (2 points) Que vaut le déterminant de A ?

[]3 []4 []o H >

Question 2 (1 point) Quel est le coefficient en position (1,2) de la matrice AB ?

[]-25 []o91 B -6 []—69

Question 3 (1 point) Quel est le rang de la matrice ABA ?

(13 M (14 []1
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Enoncé

On donne la base B = vy, v, v3 de R3, ou :

v = (1a072)7 Vo = (2,_1a5)a v3 = (_37 17 _9)

Question 4 (2 points) Que vaut la premiére coordonnée de v = (1,2,3) dans la base B 7

[13 [13 I [13

uestion 5 (1 point) Parmi les éléments v € R? proposés ci-dessous, sélectionner celui qui vérifie que:
p prop

Vect(vs) C Vect(vy, vz, v).

[ ] v=1(30,14,46) [ ]v=1(32,3529) [ ]v=(22,57,-13) B v = (41,23,61)

Question 6 (2 points) Sélectionner la base de R? dans laquelle v = (3, —1,8) a ses trois coordonnées égales.

[ [RTN [ ] v1, 02,303 L] 203,01, —vo [ ] v, 201, 03
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Enoncé

On donne une application linéaire f : R? — R3 dont on sait qu’elle vérifie :

f(l, 7) = (_3127 1) et f_l({(17275)}) = {(37 _4)}

Question 7 (1 point) Quel est le rang de f 7

[]3 B []1 [Jo

Question 8 (2 points) Parmi les éléments de R? proposés ci-dessous, un seul appartient a Im f. Lequel ?

[](~1,-1,1) [](-1,1,-1) []a,1,1) Bao-1-

Question 9 (1 point) Que peut-on dire de ’ensemble f~1({(4,—6,1)}) ?

D c’est une droite affine de R3 - il est vide

|:| c’est une droite affine de R? D il contient un seul élément
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Deuxiéme partie, questions de type ouvert

Répondre dans 'espace dédié. Sauf mention explicite du contraire, votre réponse doit étre soigneusement
justifiée, toutes les étapes de votre raisonnement doivent figurer dans votre réponse. Laisser libres les cases
A cocher: elles sont réservées au correcteur.

Question 10: Cette question est notée sur 7 points.

[JalJsl Jal Jal Js [ o] Js
W (L[ k[l [l

Dans M3(R) on donne, en fonction du parameétre o € R, la matrice suivante :

1 3 2
A=1-3 3 —a
1 7+a 4
(a) Dans le cas ot @« = —1, montrer que A est inversible et calculer sa matrice inverse.

(b) Prenons o = 2. En détaillant votre réponse, trouver une décomposition colonne-ligne minimale de A.

(c) Déterminer le rang de A en fonction de la valeur de a.

Solution

(a) Pour @ = —1 on trouve :

Pour établir que A est inversible et calculer son inverse, résolvons le systéme linéaire général de matrice
A. On obtient :

r+3y+2z=a r+3y+2z=a r=a—(—a+c)
—3r+3y+z=>6 & 12y4+72=3a+b <& 3y+2z=—-a+c
r+6y+4z=c 3y+2z=—-a+c —z=3a+b—4(—a+c)=Ta+b—4c
r=2a—c r=2a—c
& y=3%(-a+c—2(-Ta—b+4c)) & y=22a+2b-Ic
z=—Ta—b+4c z=—Ta—b+4c.

On trouve donc toujours une unique solution. La matrice A est donc bien inversible, et on a :

2 0 -1
-1_ |13 2 7
AT =15 3 —3
7 -1 4
(b) Pour o = 2 on trouve :
1 3 2
A=1-3 3 =2
1 9 4

Appelons Ly, Lo et L3 ses lignes. On voit alors que :

Lo+3Li=(0 12 4) et Ly—Li=(0 6 2).
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On en déduit que :
Ly+3Ly =2(Ls —Ly) ouencore que Lo =—5L1+2Ls.

La matrice A admet donc la décomposition suivante :

1 0 1 0
A=|-5|Li+|2]|Ls=|-5|(1 3 2)+ (2|1 9 4).
0 1 0 1

Comme A n’est pas de rang inférieur ou égal a 1 (ses lignes ne sont pas deux-a-deux proportionnelles)
on voit donc qu’elle est de rang 2 et que la décomposition que 'on vient d’écrire est minimale.

Calculons le déterminant de A :

1 3 2 1 3 2 b6
dtA=|-3 3 —a|l=0 12 6—a‘4+ 20‘:0427204
[0
1 7+4+a 4 0 44+a 2

Si a0 # 0,2 alors le déterminant de A est non nul, si bien que A est de rang 3. Si & = 2 on a vu au (b)
que A est de rang 2. Enfin, pour a =0 on a :

1 3 2
A=|-3 3 0
1 7 4

Il est clair que les colonnes de A ne sont pas deux-a-deux proportionnelles : elle est donc de rang
supérieur ou égal & 2. Or son déterminant est nul : elle est donc de rang 2.
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Question 11: Cette question est notée sur 8 points.

[ sl Ja[ sl Ja[Js [ Ja[ o[ Js
W [kl [kl

On donne les éléments suivants de R? :
U1 = (372)7 Vg = (4371)7 U3 = (235)a V4 = (7276)3 U= (xay)'
On note V la droite affine de R? contenant v; et vs.

(a) Montrer que B = vy, vs est une base de R? et calculer [v]z en fonction de z et y.
(b) En expliquant votre démarche, placer (approximativement) vs sur le dessin ci-dessous.

(c) Déterminer la matrice de changement de coordonnées de B a B’, ou :

/
B = 1)4,31]2.

(d) Tracer V sur le dessin et déterminer une équation de V.

(e) On suppose que v € V. Montrer par un calcul que le parallélogramme construit sur v,v, et celui
construit sur ve, v, ont la méme orientation.

Vg = (4, —1)

v = (3, 2)
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Solution

(a) Pour montrer que B est une base de R? il sufiit de constater que v; et vy ne sont pas proportionnels.
On peut aussi calculer le déterminant:

et observer qu’il est non nul. Dans ces conditions, on sait que (Bean étant la base canonique de R?):

-1
_ 3 4 o (-1 =4\ (z\ | [T+ 4y
[vls = (2 _1) [V]Bean = 11 (_2 3 ) <y> =11 (2%—3y :
—_———
changement de coordonnées de Becan & B

(b) D’aprés le (a), on a :

s =2 (2FEP ) (%) o w—20 -0
38_11 22_35 - _1 3 — 1 2.

On peut alors construire successivement 2v; puis —ve, et enfon v (en faisant apparaitre un parallélo-
gramme). On peut aussi réécrire la relation ci-dessus sous la forme :

v = %(Uz +wv3),

qui permet de placer vz de sorte & ce que v; se situe au milieu entre vy et vs.

20, = (6,4)

—Vg = (—4, 1)

(c) Appelons P la matrice de changement de base de B & B’. D’aprés la formule trouvée au (a) on voit
que la premiére colonne de P est:

[vals = <2z3243 4_:? 6) B <—22)

Par ailleurs, sa deuxiéme colonne est égale a :

[Bv2]p = <g> car 3vs = 0vy + 3vs.
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La matrice @) recherchée, c’est-a-dire la matrice de changement de coordonnées de B & B’ n’est autre

-1
_ 2 0 3 0
Q:P1:<—2 3> :é(2 2)'

(d) La droite vectorielle W associée & V est celle engendrée par:

que l'inverse de P:

V1 — V2 = (—1,3).

Elle admet donc pour équation:

Par conséquent, V' admet quant & elle I’équation :

Vidza+y=3-3+2=11

W:3x+y=0 Vide+y=11

(e) Appelons ey, ey les vecteurs de Be,,. On sait alors que ’on a d’une part:

r -2
o(v,v4) = o(er,e2) = (6x + 2y)o(e1, e2) = 220(e1, e2)
6 —_———
car 3z+y=11
et, d’autre part:
4 3
o(vg,v1) = 1 3 o(er,ez) = 1lo(eq, ez).

Il apparait alors que:
o(v,v4) = 20(ve,v1)

si bien que les parallélogrammes construits sur v,vs et v, v; ont la méme orientation (sens indirect
dans le cas représenté sur le dessin).
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Question 12: Cette question est notée sur 7 points.

[Js sl Jal Jal Js [ sl Js
W [ (k[ [kl

On suppose donnée une application linéaire f : R3 — R3 vérifiant les conditions suivantes:
fof=0 et f(2,3,5) =f(-1,0,3)=(1,2,—1).
(a) Déterminer le rang de f puis une base de Im f.
(b) Décrire Ker f par une (ou des) équation(s).
(c) Déterminer expression de f(x,y,2) en fonction de z,y et z.
Solution

(a) L’hypothése que f o f est ’application nulle entraine que Im f est contenu dans Ker f. En effet:

v €lmf = f(v) =1(0,0,0) = wveKerf.
f@y2) F(f(@y.2))

La dimension de Im f est donc inférieure ou égale & la dimension de Ker f. Or :
dim(Im f) =rg f et dim(Kerf) =318/,
la derniére égalité ayant lieu par le théoréme du rang. On en déduit alors :
rgf<3—1gf

ce qui, du fait que le rang est un entier, montre que f est de rang 0 ou 1. Comme Im f n’est pas le
sous-espace nul (puisqu’il contient (1,2, —1)), on voit donc que rg f = 1: Im f est une droite vectorielle,
a savoir celle engendrée par (1,2, —1) et Ker f est un plan vectoriel.

(b) On a vu au a. que Ker f est un plan vectoriel qui contient :
Im f = Vect((1,2,—1)).

En particulier, le triplet (1,2, —1) est dans le noyau de f. Par ailleurs, en utilisant la donnée de I’énoncé
et la linéarité de f on trouve:

f(2’375) - f(—1,0,3) = f(37372) = (0,0,0).

Autrement dit, (3,3,2) est aussi élément du noyau de f. On voit donc que Ker f a pour équation:

zx 1 3
2 3 1 3 1 3
Z _21 2—‘_1 2:(:—’_1 2’y+‘2 3z—7x—5y—32—0.

(c) L’application f étant de rang 1, on sait, au vu des résultats du a. et du b., qu’elle posséde une
expression du type:
f(z,y,2) = a(Tz — 5y — 32)(1,2,—1)

ol « est un réel non nul. On obtient alors:
f(=1,0,3) = —16a(1,2,-1) = (1,2,-1) = a=—%.
Autrement dit, f est donnée par la formule:

flz,y,2) = %(7z -5y —32)(—1,-2,1).



